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Modelos de risco Individual- Fungéo geradora de momentos para S;,, 4

» Encontrar a distribuicio da soma de varidveis
aleatorias independentes por convolucao pode ser um
processo bastante penoso.

» Uma  alternativa  bastante  interessante  esta
relacionada com a funcao geradora de momentos.



Modelos de risco Individual- Fungéo geradora de momentos para S;,,4

Uma funcdo geradora de momentos é o
valor esperado de uma transformacédo da
varidvel aleatéria e sob algumas
condicdes determina completamente a
distribui¢cdo de probabilidade.

gX) =e"*

E[g(X)] = E(e"") = Mx (1)



Modelos de risco Individual- Fungéo geradora de momentos para S;,,4

Teorema: Unicidade

Se X e Y sdo duas varidveis aleatérias cujas
funcdes geradoras de momentos, My(t) e My(t), existem e
sdo iguais para todo t em um intervalo -h <t <h, para

algum h >0, entdo, as distribuicées de probabilidades
de X e de Y sdo iguais.



Modelos de risco Individual- Fungéo geradora de momentos para S;,,4

Seja  Sing = X3 + Xo+...+X, com My(t;), assim Mg, (t) ¢&
dada por:

MSind(t) o E(etsind) s E[et(X1+X2+...+Xn)]
Mg, (t) = E(e"1)E(e'™2) ...E(e™n)

M, (t) = My (t)Mx, (t) ... Mx (t)



EXEMPLO 1: Considere trés variaveis aleatérias independentes
X1,X,,X; para i=1,2,3, X; tem distribuicAio exponencial e

E(X;) = >. Encontre a funcéo geradora de momentos de S = X; +
g l

X, + X;5.
Obs.:

A distribuicao exponencial tem parametro a > 0, com f.d.p
dada por:

f(x) =ae ™ e E(X) ——e var(X) = eMX(t) __t



3

My, (t) = — My,(t) =5 Mx,(O) =

M:(t) = ! : > )= :
0= ()62 s

Coincidindo com a funcdo geradora de momentos encontrada
para:

fs(s) = 3e7>%(e® — 1)

Sendo § = X; + X, + X3



1 3

My, (t) = — My, () == My(t) ==
Logo
" (1 2 3 6
st) = (1——1,“> (Z——t> (ﬁ) T 1-02-0GB -0
Consequentemente:

6
(1—it)(2 — it)(3 — it)

Ps(t) =



EXEMPLD 2: Considere que a funcdo geradora de momentos
da variavel aleatoria associada ao total de indenizacoes
de um carteira seja dada por:

Mg, (t)=(1-2t)""

Calcule E(S;,q) € var(Sy,g).



EXEMPLOD 2: Considere que a funcio geradora de momentos da
variavel aleatoéria associada ao total de indenizacdoes de um
carteira seja dada por:

Mg, (8) =(1-2t)7°

dMs, . (t)
dtd = E(Sina)
dMs, () ]
= = —9(1 - 20)710(-2) = 18(1 - 26)7°
dMg, (0)
n — 1
o $18,00

var(Sing) = E(Siznd) ed E(Sind)z

dz Msind(o)
dt?

var(Sipg) = — (18)? = —180(1 — 2t) "1 (-2) b § 182

=0

var(Sinq) = 360 — 324 = $%236,00



Lalculo de E(Sy,4) & var(S;,q) emfungéode [ e B

Considerando X; = [;B; com a variavel aleatoéria I; independente
de B;. Pode-se obter E(S;,4) por:

E(Sina) = iE(Xi) = iE(IiBi) = 2 E(Bi)qi
i=1 i=1 =



Lalculo de E(Sy,4) & var(S;,q) emfungéode [ e B

A variancia de S;,4 , € obtida por:

n n

var(S;,q) = z var(X;) = Z[var(Bi)qi + E(B;)*var(l))]



Demonstragéo:
Lembrando que dado uma variavel aleatéria X condicionada a Y,
var(X) = E|lvar(X|Y)] + var|E(X|Y)].

par (S E[E[vmxiui)] + var[EX;|1)]]

( 2
ZxZP(xU =0) — ZxP(xII = O)] =0
var(X;|I;) = 4 A X ,
ExZP(xU =1) — ZxP(xlI = 1)] = var(B;) + 0
\ X X

Vale ressaltar que:
YrxPx|I=0)=(x1=0)X 1+x,X0+x3x0..=0
Consequentemente
Yex?Px|I=0)=(x1=0)2%x1+x2X0+x2x0..=0



Demonstracéao:

var(X;|1,) Plvar(X;|I))]
0 P(I; =0)=1—g;
var(B;) P(I; =1) =g

Dessa forma tem-se que:

Elvar(X;|I;)] = var(X;|I; = 0)P(I; = 0) + var(X;|I; = 1)P(I; = 1)
Elvar(X;|I;)] = 0(1 — q;) + var(B;)q; = var(B;)q;

Porém ¢ sabido que quando I; =1, X; = B, logo:

Elvar(X;|I;)| = var(B;)q;



Demonstragéo:

Lembrando que dado wuma variavel aleatoria X
condicionada a Y, temos

var(X) = E|lvar(X|Y)] + var|E(X|Y)].

var(Sind) — E{E[var(XiUi)] + varlE(X;|I,)]}

=1

var(Sma) = ) {var(B)q; + var[ECG 1))}
fi=sh



Demonstragéo:

var(Sig) = E{Uar(Bi)qi + var|E(X;|1;)]}
i=1

.
ZxP(xU =0)=0

E(X;|1;) = < g
ZxP(xU — 1) = E(B,) # 0
\ X

Vale ressaltar que:
Y. XP(x|I =0)=(x; =0)14+x,0+x30...=0



DEH'II]I'IStI"ﬂI;ﬁI]: E(X;|I;) PIE(X;|I;)]
0 P(; =0)=1-gq;

E(B;) P(I; =1) = g,

var[E(X;|I;})] = E[E(X;|1;)?] — E[E (X;|I})]?

var[E(X;|I;)] = [0°(1 = q;) + E(By)*q;] — E(X;)?

var[E(X;|I;)] = E(B;)*q; — [E(B))E ;)]
var|E(X;|I;)] = E(By)?q; — [E(B;)q;]*

var|E (X;|I;)] = E(Bl-)z(qi — qlz) = E(B;)*var(l;)



Demonstragao:

Logo:

var(Sy, ) = z{E[var(XiUi)] + var[EX )]}

=1

n

var(Sing) = z[vaT(Bi)CIi + E(By)*var(l;)] = Z var(B;)q; + z E(B;)?var(I;)

n



EXEMPLO 3: Seja um seguro que cobre morte por qualquer causa com indenizacao fixa de
R$10000,00 e invalidez total e permanente com indenizacao fixa de R$5000,00. As
probabilidades anuais de sinistros em cada cobertura sdo de 0,001 e 0,0002
respectivamente. Obtenha E(X;) = 11 e var(X;) = 104879

X1 == 11. B1
R$0,00 0,9988 0 0,9988
R$5000,00 0,0002 R$5000,00 0,1667
R$10000,00 0,001 1 0,0012 R$10000,00 0,833

E(I,) =0,0012 E(B,) = R$9166,67 wvar(l,) = 0,001199 var(B,) = 3497768



EXEMPLO 3: Seja um seguro que cobre morte por qualquer causa com indenizacéo fixa de
R$10000,00 e invalidez total e permanente com indenizacao fixa de R$5000,00. As
probabilidades anuais de sinistros em cada cobertura sdo de 0,001 e 0,0002
respectivamente. Obtenha E(X;) = 11 e var(X;) = 104879

X1 = 11. B1
R$0,00 0,9988 0 0,9988
R$5000,00 0,0002 R$5000,00 0,1667
R$10000,00 0,001 1 0,0012 R$10000,00 0,833
E(I;) = 0,0012 E(B;) = R$9166,67 var(l;) = 0,001199 var(B;) = 3497768

Solugéo:

Considerando S;,,4 = X;, temos:
E(Sina) = E(B1)q4

var(Sing) = var(B;)q; + E(By)?var(l;)



EXEMPLD 4: Dado que a probabilidade de ocorrer sinistros é
de 0,01, calcule os valores de E(X;) e var(X;) sendo que
a densidade do valor de 1 sinistro é:

(0 = ﬁ se 0 < x < 2000
oy

0 caso contrario



EXEMPLOD 4: Dado que a probabilidade de ocorrer sinistros é de 0,01, calcule
os valores de E(X;) e var(X,) sendo que a densidade do valor de 1 sinistro é :

1
<?2
2 = {2000 se 0 <x <2000
0 caso contrario
2000 20002
E(B) = 2% var(B) = ( B )

var(X,) = var(B,)E(l,) + E(By)?var(l,)

20002 2000\ .
var(X,) = (—— 0,01+ (==~ 0,01(0,99) = $?13233,33



Modelos de risco Individual

O valor esperado de S;,,4 , € obtida por:

E(Sina) = ) E(BDE)

i=1
n
E(Sina) = 2 q:B;
i=1
A variancia de S;,4 , € obtida por:

n n

var(Si,q) = Z var(B;)q; + Z E(B;)*var(l;)

=1 =1

n
var(Sma) = ) B2ai(1 - qp)
p=id:
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