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Encontrar a distribuição da soma de variáveis
aleatórias independentes por convolução, pode ser um
processo bastante penoso.

Uma alternativa bastante interessante está
relacionada com a função geradora de momentos.

Modelos de risco Individual- Função geradora de momentos para  𝑺𝒊𝒏𝒅.



Modelos de risco Individual- Função geradora de momentos para  𝑺𝒊𝒏𝒅.

Uma função geradora de momentos é o
valor esperado de uma transformação da
var iável aleatór ia e sob algumas
condições determina completamente a
distr ibuição de probabilidade.

𝑔(𝑋) = 𝑒𝑡𝑋

𝐸[𝑔(𝑋)] = 𝐸(𝑒𝑡𝑋 ) = 𝑀𝑋 𝑡



Modelos de risco Individual- Função geradora de momentos para  𝑺𝒊𝒏𝒅.

Teorema: Unicidade

Se 𝑋 e 𝑌 são duas var iáveis aleatór ias cujas

funções geradoras de momentos, 𝑀𝑋 𝑡 e 𝑀𝑌 𝑡 , existem e
são iguais para todo 𝑡 em um intervalo – ℎ < 𝑡 < ℎ, para
algum ℎ > 0 , então, as distr ibuições de probabilidades
de 𝑋 e de 𝑌 são iguais.



Seja 𝑆𝑖𝑛𝑑 = 𝑋1 + 𝑋2+. . . +𝑋𝑛 com 𝑀𝑋𝑖 𝑡𝑖 , assim 𝑀𝑆𝑖𝑛𝑑(𝑡) é

dada por:

𝑀𝑆𝑖𝑛𝑑 𝑡 = 𝐸 𝑒𝑡𝑆𝑖𝑛𝑑 = 𝐸 𝑒𝑡 𝑋1+𝑋2+...+𝑋𝑛

𝑀𝑆𝑖𝑛𝑑 𝑡 = 𝐸 𝑒𝑡𝑋1 𝐸 𝑒𝑡𝑋2 …𝐸 𝑒𝑡𝑋𝑛

𝑀𝑆𝑖𝑛𝑑 𝑡 = 𝑀𝑋1 𝑡 𝑀𝑋2 𝑡 …𝑀𝑋𝑛(𝑡)

Modelos de risco Individual- Função geradora de momentos para  𝑺𝒊𝒏𝒅.



EXEMPLO 1: Considere três variáveis aleatórias independentes
𝑋1, 𝑋2, 𝑋3 para i = 1,2,3, 𝑋𝑖 tem distribuição exponencial e

𝐸 𝑋𝑖 =
1

𝑖
. Encontre a função geradora de momentos de 𝑆 = 𝑋1 +

𝑋2 + 𝑋3.

Obs.:

A distribuição exponencial tem parâmetro α > 0, com f.d.p
dada por:

𝑓 𝑥 = 𝛼𝑒−𝛼𝑥 e 𝐸 𝑋 =
1

𝛼
e 𝑣𝑎𝑟(𝑋) =

1

𝛼2
e 𝑀𝑋 𝑡 =

𝛼

𝛼−𝑡



𝑀𝑋1 𝑡 =
1

1−𝑡
𝑀𝑋2 𝑡 =

2

2−𝑡
𝑀𝑋3 𝑡 =

3

3−𝑡

Logo

𝑀𝑆 𝑡 =
1

1 − 𝑡

2

2 − 𝑡

3

3 − 𝑡
=

6

1 − 𝑡 2 − 𝑡 3 − 𝑡

Coincidindo com a função geradora de momentos encontrada
para:

𝑓𝑆 𝑠 = 3e−3𝑠 𝑒𝑠 − 1 2

Sendo 𝑆 = 𝑋1 + 𝑋2 + 𝑋3



𝑀𝑋1 𝑡 =
1

1−𝑡
𝑀𝑋2 𝑡 =

2

2−𝑡
𝑀𝑋3 𝑡 =

3

3−𝑡

Logo

𝑀𝑆 𝑡 =
1

1 − 𝑡

2

2 − 𝑡

3

3 − 𝑡
=

6

1 − 𝑡 2 − 𝑡 3 − 𝑡

Consequentemente:

𝜓𝑆 𝑡 =
6

(1 − 𝑖𝑡)(2 − 𝑖𝑡)(3 − 𝑖𝑡)



EXEMPLO 2: Considere que a função geradora de momentos
da variável aleatória associada ao total de indenizações
de um carteira seja dada por:

𝑀𝑆𝑖𝑛𝑑 𝑡 = 1 − 2𝑡 −9

Calcule 𝐸 𝑆𝑖𝑛𝑑 e 𝑣𝑎𝑟 𝑆𝑖𝑛𝑑 .



EXEMPLO 2: Considere que a função geradora de momentos da
variável aleatória associada ao total de indenizações de um
carteira seja dada por:

𝑀𝑆𝑖𝑛𝑑 𝑡 = 1 − 2𝑡 −9

อ
𝑑𝑀𝑆𝑖𝑛𝑑 𝑡

𝑑𝑡
𝑡=0

= 𝐸 𝑆𝑖𝑛𝑑

𝑑𝑀𝑆𝑖𝑛𝑑 𝑡

𝑑𝑡
= −9 1 − 2𝑡 −10 −2 = 18 1 − 2𝑡 −10

𝑑𝑀𝑆𝑖𝑛𝑑 0

𝑑𝑡
= $𝟏𝟖, 𝟎𝟎

𝑣𝑎𝑟 𝑆𝑖𝑛𝑑 = 𝐸 𝑆𝑖𝑛𝑑
2 − 𝐸 𝑆𝑖𝑛𝑑

2

𝑣𝑎𝑟 𝑆𝑖𝑛𝑑 =
𝑑2 𝑀𝑆𝑖𝑛𝑑 0

𝑑𝑡2
− 18 2 = ቚ−180 1 − 2𝑡 −11 −2

𝑡=0
− 182

𝑣𝑎𝑟 𝑆𝑖𝑛𝑑 = 360 − 324 = $𝟐𝟑𝟔, 𝟎𝟎



Considerando 𝑋𝑖 = 𝐼𝑖𝐵𝑖 com a variável aleatória 𝐼𝑖 independente
de 𝐵𝑖. Pode-se obter 𝐸 𝑆𝑖𝑛𝑑 por:

𝐸 𝑆𝑖𝑛𝑑 =

𝑖=1

𝑛

𝐸 𝑋𝑖 =

𝑖=1

𝑛

𝐸 𝐼𝑖𝐵𝑖 =
𝑖=1

𝑛

𝐸 𝐵𝑖 𝑞𝑖

Cálculo de 𝐸 𝑆𝑖𝑛𝑑 e 𝑣𝑎𝑟 𝑆𝑖𝑛𝑑 em função de 𝐼 e 𝐵



A variância de 𝑆𝑖𝑛𝑑 , é obtida por:

𝑣𝑎𝑟 𝑆𝑖𝑛𝑑 =

𝑖=1

𝑛

𝑣𝑎𝑟 𝑋𝑖 =

𝑖=1

𝑛

𝑣𝑎𝑟 𝐵𝑖 𝑞𝑖 + 𝐸 𝐵𝑖
2𝑣𝑎𝑟 𝐼𝑖

Cálculo de 𝐸 𝑆𝑖𝑛𝑑 e 𝑣𝑎𝑟 𝑆𝑖𝑛𝑑 em função de 𝐼 e 𝐵



Demonstração:
Lembrando que dado uma variável aleatória 𝑋 condicionada a 𝑌,

𝑣𝑎𝑟 𝑋 = 𝐸 𝑣𝑎𝑟 𝑋|𝑌 + 𝑣𝑎𝑟 𝐸 𝑋|𝑌 .

𝑣𝑎𝑟 𝑆𝑖𝑛𝑑 =

𝑖=1

𝑛

𝐸 𝑣𝑎𝑟 𝑋𝑖|𝐼𝑖 + 𝑣𝑎𝑟 𝐸 𝑋𝑖|𝐼𝑖

𝑣𝑎𝑟 𝑋𝑖|𝐼𝑖 =



𝑥

𝑥2𝑃(𝑥|𝐼 = 0) − 

𝑥

𝑥𝑃 𝑥 𝐼 = 0

2

= 0



𝑥

𝑥2𝑃(𝑥|𝐼 = 1) − 

𝑥

𝑥𝑃 𝑥 𝐼 = 1

2

= 𝑣𝑎𝑟(𝐵𝑖) ≠ 0

Vale ressaltar que:

σ𝑥 𝑥𝑃 𝑥 𝐼 = 0 = 𝒙𝟏 = 𝟎 × 1 + 𝑥2 × 0 + 𝑥3 × 0… = 0

Consequentemente

σ𝑥 𝑥
2𝑃 𝑥 𝐼 = 0 = 𝒙𝟏 = 𝟎 2 × 1 + 𝑥2

2 × 0 + 𝑥3
2 × 0… = 0



Demonstração:

Dessa forma tem-se que:

𝐸 𝑣𝑎𝑟 𝑋𝑖|𝐼𝑖 = 𝑣𝑎𝑟 𝑋𝑖|𝐼𝑖 = 0 𝑃 𝐼𝑖 = 0 + 𝑣𝑎𝑟 𝑋𝑖|𝐼𝑖 = 1 𝑃 𝐼𝑖 = 1

𝐸 𝑣𝑎𝑟 𝑋𝑖|𝐼𝑖 = 0 1 − 𝑞𝑖 + 𝑣𝑎𝑟 𝐵𝑖 𝑞𝑖 = 𝑣𝑎𝑟(𝐵𝑖)𝑞𝑖

Porém é sabido que quando 𝐼𝑖 = 1 , 𝑋𝑖 = 𝛣, logo:

𝐸 𝑣𝑎𝑟 𝑋𝑖|𝐼𝑖 = 𝑣𝑎𝑟 𝛣𝑖 𝑞𝑖

𝑣𝑎𝑟 𝑋𝑖|𝐼𝑖 𝑃 𝑣𝑎𝑟 𝑋𝑖|𝐼𝑖

0 𝑃 𝐼𝑖 = 0 = 1 − 𝑞𝑖

𝑣𝑎𝑟(𝐵𝑖) 𝑃 𝐼𝑖 = 1 = 𝑞𝑖



Demonstração:
Lembrando que dado uma variável aleatória 𝑋

condicionada a 𝑌, temos

𝑣𝑎𝑟 𝑋 = 𝐸 𝑣𝑎𝑟 𝑋|𝑌 + 𝑣𝑎𝑟 𝐸 𝑋|𝑌 .

𝑣𝑎𝑟 𝑆𝑖𝑛𝑑 = 

𝑖=1

𝑛

𝐸 𝑣𝑎𝑟 𝑋𝑖 |𝐼𝑖 + 𝑣𝑎𝑟 𝐸 𝑋𝑖 |𝐼𝑖

...

𝑣𝑎𝑟 𝑆𝑖𝑛𝑑 =

𝑖=1

𝑛

𝑣𝑎𝑟 𝛣𝑖 𝑞𝑖 + 𝑣𝑎𝑟 𝐸 𝑋𝑖|𝐼𝑖



Demonstração:

𝑣𝑎𝑟 𝑆𝑖𝑛𝑑 =

𝑖=1

𝑛

𝑣𝑎𝑟 𝛣𝑖 𝑞𝑖 + 𝑣𝑎𝑟 𝐸 𝑋𝑖|𝐼𝑖

𝐸 𝑋𝑖|𝐼𝑖 =



𝑥

𝑥𝑃(𝑥|𝐼 = 0) = 0



𝑥

𝑥𝑃(𝑥|𝐼 = 1) = 𝐸 𝐵𝑖 ≠ 0

Vale ressaltar que:

σ𝑥 𝑥𝑃 𝑥 𝐼 = 0 = 𝑥1 = 0 1 + 𝑥20 + 𝑥30… = 0



Demonstração:

𝑣𝑎𝑟 𝐸 𝑋𝑖|𝐼𝑖 = 𝐸 𝐸 𝑋𝑖|𝐼𝑖
2 − 𝐸 𝐸 𝑋𝑖|𝐼𝑖

2

𝑣𝑎𝑟 𝐸 𝑋𝑖|𝐼𝑖 = 02 1 − 𝑞𝑖 + 𝐸 𝐵𝑖
2𝑞𝑖 − 𝐸 𝑋𝑖

2

𝑣𝑎𝑟 𝐸 𝑋𝑖|𝐼𝑖 = 𝐸 𝐵𝑖
2𝑞𝑖 − 𝐸 𝛣𝑖 𝐸 𝐼𝑖

2

𝑣𝑎𝑟 𝐸 𝑋𝑖|𝐼𝑖 = 𝐸 𝛣𝑖
2𝑞𝑖 − 𝐸 𝛣𝑖 𝑞𝑖

2

𝑣𝑎𝑟 𝐸 𝑋𝑖|𝐼𝑖 = 𝐸 𝛣𝑖
2 𝑞𝑖 − 𝑞𝑖

2 = 𝐸 𝛣𝑖
2𝑣𝑎𝑟 𝐼𝑖

𝐸 𝑋𝑖|𝐼𝑖 𝑃 𝐸 𝑋𝑖|𝐼𝑖

0 𝑃 𝐼𝑖 = 0 = 1 − 𝑞𝑖

𝐸 𝐵𝑖 𝑃 𝐼𝑖 = 1 = 𝑞𝑖



Demonstração:

Logo:

𝑣𝑎𝑟 𝑆𝑖𝑛𝑑 =

𝑖=1

𝑛

𝐸 𝑣𝑎𝑟 𝑋𝑖|𝐼𝑖 + 𝑣𝑎𝑟 𝐸 𝑋𝑖|𝐼𝑖

𝑣𝑎𝑟 𝑆𝑖𝑛𝑑 =

𝑖=1

𝑛

𝑣𝑎𝑟 𝛣𝑖 𝑞𝑖 + 𝐸 𝛣𝑖
2𝑣𝑎𝑟 𝐼𝑖 =

𝑖=1

𝑛

𝑣𝑎𝑟 𝛣𝑖 𝑞𝑖 +

𝑖=1

𝑛

𝐸 𝛣𝑖
2𝑣𝑎𝑟 𝐼𝑖



EXEMPLO 3: Seja um seguro que cobre morte por qualquer causa com indenização fixa de
R$10000,00 e invalidez total e permanente com indenização fixa de R$5000,00. As
probabilidades anuais de sinistros em cada cobertura são de 0,001 e 0,0002
respectivamente. Obtenha 𝐸 𝑋1 = 11 e 𝑣𝑎𝑟 𝑋1 = 104879

𝐸 𝐼1 = 0,0012 𝐸 𝐵1 = 𝑅$9166,67 𝑣𝑎𝑟 𝐼1 = 0,001199 𝑣𝑎𝑟 Β1 = 3497768

𝑿𝟏 = 𝑰𝟏. 𝚩𝟏

𝑅$0,00 0,9988 0 0,9988

𝑅$5000,00 0,0002

1 0,0012

𝑅$5000,00 0,1667

𝑅$10000,00 0,001 𝑅$10000,00 0,833



EXEMPLO 3: Seja um seguro que cobre morte por qualquer causa com indenização fixa de
R$10000,00 e invalidez total e permanente com indenização fixa de R$5000,00. As
probabilidades anuais de sinistros em cada cobertura são de 0,001 e 0,0002
respectivamente. Obtenha 𝐸 𝑋1 = 11 e 𝑣𝑎𝑟 𝑋1 = 104879

𝐸 𝐼1 = 0,0012 𝐸 𝐵1 = 𝑅$9166,67 𝑣𝑎𝑟 𝐼1 = 0,001199 𝑣𝑎𝑟 Β1 = 3497768

Solução:

Considerando 𝑆𝑖𝑛𝑑 = 𝑋1, temos:
𝐸 𝑆𝑖𝑛𝑑 = 𝐸 𝐵1 𝑞1

𝑣𝑎𝑟 𝑆𝑖𝑛𝑑 = 𝑣𝑎𝑟 𝐵1 𝑞1 + 𝐸 𝐵1
2𝑣𝑎𝑟 𝐼1

𝑿𝟏 = 𝑰𝟏. 𝚩𝟏

𝑅$0,00 0,9988 0 0,9988

𝑅$5000,00 0,0002

1 0,0012

𝑅$5000,00 0,1667

𝑅$10000,00 0,001 𝑅$10000,00 0,833



EXEMPLO 4: Dado que a probabilidade de ocorrer sinistros é
de 0,01, calcule os valores de 𝐸 𝑋1 e 𝑣𝑎𝑟 𝑋1 sendo que
a densidade do valor de 1 sinistro é:

𝑓𝐵 𝑥 = ൝
1

2000
𝑠𝑒 0 < 𝑥 ≤ 2000

0 caso contrário



EXEMPLO 4: Dado que a probabilidade de ocorrer sinistros é de 0,01, calcule

os valores de 𝐸 𝑋1 e 𝑣𝑎𝑟 𝑋1 sendo que a densidade do valor de 1 sinistro é :

𝑓𝐵 𝑥 = ቐ
1

2000
𝑠𝑒 0 < 𝑥 ≤ 2000

0 caso contrário

𝐸 𝐵 =
2000

2
𝑣𝑎𝑟 𝐵 =

20002

12

𝐸 𝑋1 = E 𝐼1 E 𝐵1 = 0,01
2000

2
= $𝟏𝟎, 𝟎𝟎

𝑣𝑎𝑟 𝑋1 = 𝑣𝑎𝑟 𝐵1 E 𝐼1 + E 𝐵1
2𝑣𝑎𝑟 𝐼1

𝑣𝑎𝑟 𝑋1 =
20002

12
0,01 +

2000

2

2

0,01 0,99 = $𝟐𝟏𝟑𝟐𝟑𝟑, 𝟑𝟑



O valor esperado de 𝑆𝑖𝑛𝑑 , é obtida por:

𝐸 𝑆𝑖𝑛𝑑 =

𝑖=1

𝑛

𝐸 𝐵𝑖 𝐸 𝐼𝑖

𝐸 𝑆𝑖𝑛𝑑 =

𝑖=1

𝑛

𝑞𝑖𝐵𝑖

A variância de 𝑆𝑖𝑛𝑑 , é obtida por:

𝑣𝑎𝑟 𝑆𝑖𝑛𝑑 =

𝑖=1

𝑛

𝑣𝑎𝑟 𝐵𝑖 𝑞𝑖 +

𝑖=1

𝑛

𝐸 𝐵𝑖
2𝑣𝑎𝑟 𝐼𝑖

𝑣𝑎𝑟 𝑆𝑖𝑛𝑑 =

𝑖=1

𝑛

𝐵𝑖
2𝑞𝑖(1 − 𝑞𝑖)

Modelos de risco Individual
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